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研究問題：精確平均與均勻分布

本文研究如何在複數單位球面Ω_d＝{z∈C^d:||z||＝1}上，選擇有限個等權重節點，使低次多項式的節點平均
恰等於球面積分，同時避免節點過度聚集或留下大空洞。Ω_d的實維度是2d−1，因此Ω₂對應S³而非S²。研究
將代數的矩精確性、節點數成本與幾何均勻度放在同一框架，但三者不能互相取代：很小的矩殘差，不代表分
離距離或覆蓋品質一定良好。

三角形與方形設計

以z與其共軛的雙次數(k,l)描述複數球面調和多項式。三角形t-design要求所有k+l≤t的成分精確；方形
t-design要求0≤k,l≤t，故三角形2t蘊含方形t，方形t再蘊含三角形t。這裡的球面設計不能直接等同於複射影
設計：射影條件只看相位不變的k=l成分，任意選代表向量未必滿足球面一階矩。標準正交基雖是射影
1-design，其向量總和非零，便不是方形1-design；原文Remark3.2的等同敘述需補相位條件。

實球面提供直接橋梁

映射φ(x)_j＝x_(2j−1)+i x_(2j)是S^(2d−1)到Ω_d的雙射，保留範數與Re〈φ(x),φ(y)〉＝x·y。實多項式與z、
共軛z的總次數多項式相互對應，均勻測度也一致，因此實球面t-design可直接轉為三角形複數t-design。這
是等距座標改寫，不是降維投影。本文使用arccos Re〈z,w〉的球面測地距離；若改成arccos|〈z,w〉|，就
變成另一個射影幾何問題。

幾何品質的量化

分離距離δ是兩個不同節點的最小距離；覆蓋半徑h是球面任一點到最近節點距離的最大值；mesh ratio為ρ＝
2h/δ。δ控制擁擠，h控制空洞；ρ沿節點數增加仍一致有界時稱準均勻。φ保留δ、h與ρ。設計條件本身不保
證良好分離：把一組設計微小旋轉，再與原組取不重合的聯集，平均仍精確，卻會有任意接近的節點。覆蓋最
大化範圍必須是Ω_d，原文部分公式寫成C^d需按定義修正。

存在性與證明思路

Theorem3.4指出，固定d後存在C_d，使每個N≥C_d t^(2d−1)都有三角形t-design，且節點數最佳階數為
t^(2d−1)。證明把非恆定矩集合表示成有限維向量，使用直徑O(N^(−1/(2d−1)))的等面積分割與
Marcinkiewicz–Zygmund取樣估計，再讓節點沿正規化梯度流移動。邊界上平均的正增量超過初始取樣誤差
，Brouwer degree給出矩向量為零的內部點。這不等於求出最小常數，也不是數值演算法的收斂保證。
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數值建構：先找精確矩，再改善幾何

利用正調和係數的zonal多項式，定義V＝N^(−2)Σ_iΣ_j φ_t(x_i·x_j)。加法公式把V改寫成正加權的矩平方和
，所以精確算術下V≥0，且V＝0當且僅當是t-design。理想問題為在V＝0限制下最小化ρ。作者採兩階段策略
：先最小化V找近似可行點，若仍有自由度再改善ρ，並用不同初始點處理局部極小值。ρ的max-min結構不光
滑；正殘差局部極小值不是設計，孤立可行解也不保證全局最佳幾何。

節點數與對稱性的取捨

N個S^(2d−1)節點有N(2d−1)個變數，扣除全體旋轉d(2d−1)個自由度後，一般位置下剩(2d−1)(N−d)。令此數
至少等於非恆定矩條件數H，可得啟發式N̂＝ceil(H/(2d−1)+d)，其中H＝dimΠ_t(S^(2d−1))−1。變數計數不
能證明解存在或方程獨立。使用X＝Y∪(−Y)時，奇次矩自動抵消；奇數t的對稱建構約減半變數與約束，但主
導節點階數仍是t^(2d−1)。

可檢查的小例子與數值結果

Ω₂的±e₁、±ie₁、±e₂、±ie₂八點對應S³的cross-polytope，是三角形3-design；δ＝π/2、h＝π/3、ρ＝4/3。
Table6.1另列t=21、N=1184、ρ≈1.9759，以及t=31、N=3642、ρ≈2.0013。Table6.2在Ω₃列t=11、
N=1208、ρ≈2.3071。原文正文與Figure6.2對1184點使用23次標示，但表格與Figure6.1列21；本導讀依表
格並揭露差異。約10^(−16)的負V是浮點誤差尺度，不能當作負能量或嚴格設計認證。

積分示範與適用範圍

在Ω₂取f(z)＝1/||z−z₀||²，z₀＝(1+i,1+i)，精確正規化積分為1/4。可由R⁴中外部奇點的Newton核與調和平均值
性理解。Figure6.3報告較高t時約10^(−9)–10^(−12)的積分誤差；這是光滑特定函數的實驗，不是所有函數的
保證。若p_t是t次多項式近似，設計的誤差≤2||f−p_t||∞。Sobolev H^s、s>m/2且m=2d−1的相應理論，可
給適當設計O(N^(−s/m))的誤差階數，必須保留函數空間與誤差定義的前提。
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