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研究範圍與兩個分類定理

本文研究非平凡實等角緊框架（ETF），即R^N中M個單位向量，任意兩個不同向量的內積絕對值固定，且總
平方投影能量在每個方向相同；非平凡範圍為2≤N≤M−2。定理3.2分類從M頂點primitive rank 3圖直接球面
嵌入得到的ETF；定理5.1則分類至少一個M−1頂點後裔圖為primitive rank 3的ETF。這兩個來源限制必須保
留，不能稱為所有實ETF的全面分類。

Welch界與tight的意義

令Gram矩陣G的ij元素為向量內積，則G半正定、跡為M、秩至多N。由特徵值的Cauchy–Schwarz得
Tr(G²)≥M²/N，再比較非對角元素最大絕對值，得到coherence至少sqrt((M−N)/(N(M−1)))。等號要求N個非
零特徵值相同，並且所有非對角元素的絕對值相同，正好等價於tight與等角。這是固定M、N下最小化最大相
關的最佳性，不是任意球面碼目標的全面最佳性。

rank 3是群作用而非矩陣秩

強正則圖以(v,k,λ,μ)表示：每點度數k，相鄰或非相鄰的不同點各有λ或μ個共同鄰點。primitive要求圖與補圖
皆連通。rank 3指傳遞自同構群的點穩定子有三個軌道：該點、鄰點、非鄰點，並非rank(A)=3。鄰接矩陣滿
足A²=kI+λA+μAbar，故I、A、Abar張成三維Bose–Mesner代數；額外的兩個特徵值r、s解
ξ²+(μ−λ)ξ+(μ−k)=0。

由投影建構向量與等角判準

令E_s為s特徵空間的正交投影，重數為g，則φ_x=sqrt(v/g)(E_s)_x是單位向量，Gram為(v/g)E_s，且在該g
維空間上的frame operator自動為(v/g)I。因此只需檢查等角性。相鄰及非鄰的內積分別為s/k與
(−s−1)/(v−k−1)，兩者相加為零便是ETF。另一個等價描述是v=2(2k−λ−μ)時，圖或補圖的其中一個球面嵌入
為ETF。

28條線例子與補空間的差異

以SRG(28,15,6,10)為例，r=1、s=−5、g=7，兩種內積為−5/15及4/12，即±1/3，得到28個7維向量並達
Welch界。Naimark補取I−E_s，得到維度28−7=21的另一個ETF，其角度絕對內積為1/9。它不是補圖的球面
嵌入：補圖使用E_r，維度為20。差異來自I−E_s=E_k+E_r，包含額外的常數特徵空間。
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定理3.2的完整名單與證明策略

作者利用Brouwer與Van Maldeghem整理的primitive rank 3圖分類，對product action、almost simple及
affine類型逐案檢查ETF條件，包含電腦輔助計算。通過者為六個無窮族NO±_{2n}(2)、NO±_{2n+1}(4)、
VO±_{2n}(2)，加上G₂(2)及M₂₂兩個零星圖。小參數可能同構，不能把族名當成互不重疊的參數集；補充計算
收錄於Zenodo 10849838，本導讀未獨立重跑全部分類。

從496點動機到可寫出的座標

研究起源之一是R^156中的496點構型，內積0或1/8，所在超平面離原點1/4。移到超平面中心並重新正規化
，內積變為(t−1/16)/(15/16)，即±1/15，在155維形成ETF。對仿射VO+族還可直接寫出實座標：在F₂⁴取
q(z)=z₁z₂+z₃z₄=1的六個z，令φ_x(z)=(-1)^B(x,z)/sqrt(6)，x遍歷16個點，B為q的極化雙線性型，便得到16個
6維向量、內積±1/3。

兩個零星構型與後裔建構

G₂(2)圖以Fano平面的7點、7線、21旗與額外∞為36頂點，參數(36,21,12,12)，產生(36,21) ETF。M₂₂圖來自
2-(22,7,16)設計的176個區塊，交集3時相鄰，產生(176,154)，其Naimark補為(176,22)。另一條建構路線利
用後裔SRG的k=2μ條件：以J−I−2A為右下區塊、全1向量為邊界、左上為0的Seidel矩陣S，I+S/(1+2r)給
M=v+1、N=g+1的ETF。

定理5.1與等價性問題

後裔分類包含二元辛圖、正交圖、Paley與Peisert族，以及McLaughlin等零星情形。Paley要求q為1 mod4質
數冪；Peisert要求q為3 mod4質數的偶次冪，兩者皆給(q+1,(q+1)/2)。McLaughlin給(276,23)。NU₃(3)雖滿
足k=2μ但rank為4，故不在此分類中。同參數不等於同構型；文章提出若干ETF等價性問題，需比較正交變換、
向量換號與排列，或圖的switching equivalence。

研究意義與可延伸的實作

本文把群作用分類、譜圖論與最佳線配置連接成可逐案驗證的方法。可從小參數圖開始，精確驗證投影、
Gram與Welch等號，再比較三元組乘積等switching不變量；若找到signed permutation，便能提供可直接
檢查的等價證書。來源為Eiichi Bannai、Etsuko Bannai、Chin-Yen Lee、Hajime Tanaka、Wei-Hsuan Yu
，The real equiangular tight frames obtained from rank 3 graphs，arXiv:2202.09858v2；EJGTA 12(2),
329–341 (2024)。
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